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Introduccioén

En el analisis econdmico muchas veces interesa observar la evoluciéon porcentual de una
determinada variable, a los fines de estudiar como cambia (respecto a si misma) a lo largo
del tiempo. Su utilidad radica, principalmente, en el hecho de que permite expresar los
cambios en términos de porcentaje, lo cual facilita la comparacion de la evolucion entre
distintas variables. A modo ejemplificativo, pueden mencionarse los cambios porcentuales’
en el PIB real y en el nivel general de precios, constituyendo, respectivamente, la tasa de
crecimiento y la tasa de inflacién de una economia. No obstante, un estudio mas detallado
podria exigir ver cdmo se explica una determinada variacién porcentual, esto es, determinar
los factores que dan origen a la misma. Dornbusch, Fischer y Startz (2004) muestran cémo
puede descomponerse el cambio porcentual en el PIB? utilizando un razonamiento similar al
de Solow (1957). De esta forma, la tasa de crecimiento de una economia se expresa
mediante la suma de tres “aportes”, que se corresponden, vis a vis, con el factor trabajo, el
factor capital y el “residuo de Solow™.

No obstante, debe destacarse, la técnica no es privativa de la descomposicién de la tasa de
crecimiento del PIB, puesto que puede ser aplicada, a priori, a cualquier tipo de variable.
Considerando lo anterior, el presente informe pretende explicar como puede
descomponerse, aditivamente, la variacion porcentual de distintos tipos de variables*
utilizando distintos métodos. A tales efectos se sigue el siguiente esquema expositivo:

En la seccion | se analiza el caso en que el crecimiento se da en términos discretos, esto es,
entre dos momentos separados en el tiempo. Especificamente, se descompone la tasa de
crecimiento de una variable generada a partir de la aplicacion de las cuatro operaciones
aritméticas elementales sobre otras dos variables.

En la seccion Il se estudia el crecimiento en tiempo continuo, lo cual implica considerar
variaciones de un instante a otro. En este sentido, nuevamente, se desagrega el cambio
porcentual de una variable que se define por la aplicacién de operaciones aritméticas sobre
otras dos. No obstante, también se realiza un analisis del caso en que dicha variable se
define mediante una forma funcional desconocida.

Por ultimo, en el apéndice se realiza una extension de lo analizado en las secciones | y Il a
los casos en que intervienen n variables.

” o« ”
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Y En el presente informe se consideran los términos “cambio porcentua variacion porcentual” y “tasa de
crecimiento” como sinénimos.

> Se considera que el PIB se genera, matemdaticamente, mediante una funciéon de produccion agregada de la
forma Y = A.F(K,L). K y L representan a los factores trabajo y capital respectivamente, mientras que A
refiere al nivel de tecnologia (a veces denominado, también, con el término “productividad”).

? Refiere a aquella parte del crecimiento del PIB que no es explicada por variaciones en el capital y/o trabajo.
“Enel presente contexto, el término “tipos de variables” refiere a la forma aritmética en que se generan éstas,
distinguiéndose cuatro casos posibles: suma de variables, resta de variables, multiplicacion de variables y
division de variables. No obstante, en el apartado c) de la seccidn Il se trata el caso “general” en que se sabe

que la variable se genera mediante una determinada funcion, pero no se conoce la forma de la misma.



1. Crecimiento en tiempo discreto

a) Definicién
Si se denota al tiempo con t (donde t indica un determinado momento en el tiempo)
entonces, bajo el analisis discreto, éste asume valores ¢ty to+ 1,tp+2,...,to +n (De
Gregorio, 2007). Esto quiere decir, en otros términos, que los momentos considerados se
encuentran “espaciados”y la separacion esta dada por la unidad de medida del tiempo. Por

lo tanto, si éste se mide en afos, t, sera el ano inicial y t, +1 (que también puede
denotarse, apropiadamente, como t;) sera el afo siguiente.

En base a lo expresado en el parrafo anterior considérese a la variable Z, la cual asume un
determinado valor en el momento t; y otro valor en ¢t;. Luego, la tasa de crecimiento de Z en

tiempo discreto, entre los momentos t; y t; (siendo ¢t; < t;), se define como:

VA Zi
Donde:
Géj es la tasa de crecimiento de la variable Z, entre los momentos t; y t;.

Z; Yy Z; son los valores asumidos por la variable Z en los momentos ¢; y ¢;, respectivamente.

Obsérvese que si se multiplica a G/ por cien, ésta quedara expresada en términos
zZ
porcentuales. No obstante, a los fines de simplificar la exposicion, no se realizara tal

operacion. Por otra parte, nétese que G}’ puede expresarse, alternativamente, como:

6 =2
Z Zi

Donde:

AIZJ es el cambio o incremento absoluto en la variable Z, entre los momentos ¢; y ;.

Esta ultima forma de expresar G}] permite apreciar mejor el concepto de tasa de
crecimiento; en efecto, es concebida como la participacion que tiene la variacién absoluta de
la variable bajo andlisis (A;) en el valor asumido por dicha variable en el momento de

referencia® (Z;). Ademas, tal forma de expresién sera util al momento de comparar el
crecimiento en tiempo discreto con el crecimiento en tiempo continuo®.

> Alude al momento respecto al cual se calcula la tasa de crecimiento (en este caso, es t;).

®Es pertinente realizar una aclaracion respecto al simboloA: usualmente se lo utiliza para denotar el cambio
absoluto en una variable entre dos momentos separados en el tiempo (en otros términos, un cambio discreto).
Por el contrario, se utiliza el simbolo d para denotar el cambio absoluto de una variable de un instante a otro
(para mas detalles véase la seccion Il, donde se analizara el crecimiento en tiempo continuo).



b) Tasa de crecimiento de una combinacién de variables

La variable Z puede ser generada a partir de la aplicaciéon de operaciones aritméticas a un
conjunto de variables’, distinguiéndose los siguientes casos:

1) Suma de variables

En primer lugar, considérese el caso en que la variable Z es definida como la suma de dos
variables X e Y. Es decir:

Zi == Xi + Yl
Zj = X] + Y]
Donde:

X; y X; refieren a los valores asumidos por la variable X en los momentos t; y ¢,
respectivamente.

Y; e Y, refieren a los valores asumidos por la variable Y en los momentos t; y ¢,
respectivamente.

En base a lo anterior, G,/ quedara definida como:

ij:(Xj+Yj)_(Xi+Yi)
z Xi +Y)

Reordenando los términos se obtiene:

G — (X —X)+ ¥ —¥)
z Xi+1)

Aplicando la propiedad distributiva:

i (X=X) -1
2T+ Y) X+

T . X Y;
Multiplicando el primer sumando por ;l y el segundo sumando por Y—‘
L L

gy _X-X) X H-vy
X+ X (X +Y)'Y

Reordenando nuevamente los términos:

i _ X -Xx) X Y -1 Y;
z Xi X +Y) Y; X +Y)
(Xj=Xi) (Y=Y

<Y

son las tasas de crecimiento,

En base a la expresion anterior, obsérvese que
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entre los momentos i y j, de las variables X e Y respectivamente. Por lo tanto, en términos

7 . . . . . .
Es de suma importancia destacar que tales variables se suponen independientes entre si.



. s T ij Xi—X; ij Yi-Y; . s Xi
de notacion, es valido plantear que G,/ = (’X—‘) y G/ = (’Y—‘) Asimismo, notese que -~
12 2 L L

Y;

y A TD son las participaciones que tienen, respectivamente, las variables X e Y en la
L 3
variable Z, en el momento de referencia (es decir, en t;). De esta forma, fijando «a; = ﬁ
L L
Y; .
pi = (x-+Ly-)’ la tasa de crecimiento de Z se expresa como:
L L

67 =a.GJ +pB.GY

En base a la igualdad anterior, es legitimo afirmar que la tasa de crecimiento de Z puede
escribirse como la suma ponderada de las tasas de crecimiento de X e Y, donde la variacion
porcentual se da, en todos los casos, entre los momentos t¢; y t;. Los ponderadores son,

respectivamente, las participaciones que dichas variables tienen en Z en el momento de
referencia.

2) Resta de variables
Considérese el caso en que Z es definida como la resta de dos variables X e Y:
Zi=X; - Y
Zj=X-Y
Razonando de una forma similar a la del subapartado 1) se demuestra que:
6/ = .Y — .G

Por lo tanto, la tasa de crecimiento de Z es igual a la resta ponderada de las tasas de
crecimiento de X e Y, donde la variacidn porcentual se da, en todos los casos, entre los
momentos t; y t;. Los ponderadores son, respectivamente, las participaciones que dichas

variables tienen en Z en el momento de referencia (t;).
3) Producto de variables
Supongase que Z se define mediante el producto de dos variables X e Y:
Z; = X.Y;
Z; = X;.Y;

Luego, la tasa de crecimiento de Z, entre los momentos t; y tj quedara definida mediante la
siguiente expresion:

i _ (X.Y;) — (X.Y)
2 (XY

Aplicando distributiva:

i (X.1) (X))
2T X YD) (XY




Reordenando y simplificando se obtiene:

=211

<2<
==

~

. Xi—X; X i . . .
Dado que Gy = (’X—‘) se deduce que 3> = Gy + 1. Aplicando el mismo razonamiento a la
2

variable Y, se tiene que ? = G,i,j + 1. Consecuentemente:
¢J=(67 +1).(GY +1)—-1
Luego, desarrollando la expresion anterior se obtiene:
G/ =67 +67 +67.¢Y

La igualdad precedente indica que la tasa de crecimiento de Z (entre t; y t;) puede escribirse

como la adicidn de tres sumandos, de los cuales los dos primeros se corresponden,
inequivocamente, con las tasas de crecimiento de X e Y. Obsérvese que el tercer sumando
es el producto de las tasas de crecimiento de tales variables por lo que el “aporte” resultante
se atribuye a un efecto “combinado” de ambas.

4) Cociente de variables

Considérese el caso en que Z se define como el cociente de dos variables X e Y:

Zi:

o]

N
Il
o e

La tasa de crecimiento de Z, entre ¢; y ¢;, esta dada por:

S

J

Y

ol

i _
G, =

23

~

Reordenando se obtiene:

ij <ﬁ_£)£

27\y " Y)x
A
Z in

X ii Y i . .
Recordando que 3 = Gy +1y F= Gy + 1, la igualdad anterior se reexpresa como:
13 13

. i, 1
¢ =(6J +1).| — -1
Z (X ) G;]‘l‘l




Tomando a (G,i,j + 1) como denominador comun, GZij puede expresarse como un Unico
cociente:
ij ij
GY = (G +1) -G/ +1)
G/ +1

Reexpresando nuevamente:

. 1 . .
G} =——.(G) —G})
S R

Por consiguiente, la tasa de crecimiento de Z queda definida como la diferencia de las tasas

de crecimiento de X e Y ponderada por el factor (ﬁ) Notese que si G}i,j toma valores lo
Y

suficientemente pequefos, el factor de ponderacién asumira valores razonablemente
cercanos a la unidad®, legitimando la escritura de la G,/ como la simple diferencia de G, y

ij
.

Il Crecimiento en tiempo continuo
a) Definiciéon

El crecimiento puede, en términos tedricos, tomar lugar sobre una base continua, lo cual
implica considerar cambios infinitesimales en el tiempo. En otras palabras, se asume la
posibilidad de que las variaciones ocurran instante a instante (Alpha Chiang y Wainwright,
2006). Consecuentemente, el abordaje matematico del crecimiento en tiempo continuo
requiere del uso del calculo diferencial.

Teniendo en cuenta lo expresado en el parrafo anterior, considérese la variable Z como
funcion del tiempo (t):

Z=7(t)

Se define la derivada temporal de Z, y se la simboliza Z, como la derivada de dicha variable
respecto al tiempo:

. dZ
=G

La expresién anterior indica que la derivada temporal de Z mide, aproximadamente®, la
variaciéon absoluta en Z por cambio unitario en el tiempo. Notese que, si se escoge
convenientemente la unidad de medida del tiempo, de forma tal que refleje periodos lo
suficientemente breves, queda legitimada la consideracion de Z como una aproximacioén al
cambio absoluto instantaneo en Z.

® Esta observacién sera util al momento de analizar el crecimiento en tiempo continuo (seccién I1).

° Un cambio en Z (AZ) puede aproximarse linealmente mediante la diferenciacidn total de dicha variable, es
decir AZ = Z.dt (la aproximacién ofrece una mejor estimaciéon conforme dt asume valores mas pequefios). Si
se fija un cambio unitario en el tiempo (dt = 1) se tiene que AZ = Z. Por consiguiente, la derivada temporal de
Z refleja, per se, una aproximacion al cambio absoluto en Z por variacién unitaria del tiempo.



En base a lo explicado en los parrafos precedentes, se introduce el concepto de tasa
instanténea de crecimiento para la variable Z, simbolizada por Z, y definida como:
5 Z
- Z
El denominador de la expresion anterior es el valor asumido por Z en el instante inicial. Por
lo tanto, y recordando la interpretacion de Z, se justifica la consideracion de Z como una tasa
de crecimiento de caracter instantaneo.

Por otra parte, reexpresando Z se obtiene:

5= 1 dZ
S Z'dt
. 1 d(Inz) . ‘g -
Luego, considerando que = a0z Y sustituyendo en la expresion anterior:
. d(nZ2)
7=
dt

La definicion alternativa de la tasa instantanea de crecimiento de Z como la derivada de su
logaritmo natural respecto al tiempo sera de mucha utilidad en los préximos subapartados.

b) Tasa instantanea de crecimiento de una combinacién de variables

De forma similar a la seccion |, en el presente apartado se analizan las distintas
combinaciones de variables (via uso de operaciones aritméticas) que pueden dar origen a la
variable Z. Nuevamente, se supone que tales variables son independientes entre si.

1) Suma de variables

Considérese el caso en que Z se define mediante la suma de dos variables X e Y, ambas
dependientes del tiempo:

Z(t) =X(@)+Y(t)

Derivando ambos miembros respecto al tiempo:

Z=X+Y
Dividiendo ambos miembros por Z:

Z_X ¥

7 7 Z

Multiplicando y dividiendo los sumandos, respectivamente, por X e Y:

_|_

NI N
| <
N <
<1~
NI~

. X Y " .
Fijando a = 7Y p = p puede reescribirse lo anterior como:

~

Z=a.

~

+B.7

>



Ergo, la tasa instantanea de crecimiento de Z es la suma ponderada de las tasas
instantaneas de crecimiento de X e Y, donde los ponderadores representan las respectivas
participaciones que tales variables tienen sobre Z en el instante inicial. Debe resaltarse que
dichos ponderadores varian de instante a instante. Por otra parte, obsérvese que si Z se
define mediante la suma de dos variables, la descomposicion de su tasa de crecimiento es
la misma independientemente de si se trabaja en tiempo discreto o continuo.

2) Resta de variables

Supongase que Z se define mediante la resta de dos variables X e Y, ambas funciones del
tiempo:

Z(t) =X(t)—=Y(t)
Mediante un procedimiento analogo al desarrollado previamente se demuestra que:
Z=aX-B.Y

Consecuentemente, la tasa instantanea de crecimiento de Z es la resta ponderada de las
tasas instantaneas de crecimiento de X e Y, siendo los ponderadores iguales a las
respectivas participaciones que tales variables tienen sobre Z en el instante inicial.
Asimismo, nuevamente se observa que la desagregacion de la tasa de crecimiento de Z,
cuando ésta se define mediante la diferencia de dos variables, es la misma
independientemente de si se trabaja en tiempo discreto o continuo.

3) Producto de variables

Considérese el caso en que Z es definida mediante el producto de dos variables X e Y,
ambas dependientes del tiempo:

Z(t) =X().Y(t)
Aplicando logaritmos naturales a ambos miembros:
InZ(t) =InX(t) +InY(t)

Luego, derivando ambos miembros respecto al tiempo:

dinZz) _d(inX) d(nY)
dt —  dt dt

Por lo tanto:
Z2=X+7Y

Por consiguiente, la tasa instantanea de crecimiento de Z es la suma de las tasas
instantaneas de crecimiento de X e Y. En este caso existe una diferencia respecto a lo
concluido bajo el andlisis en tiempo discreto, puesto que no se incluye el producto de las
tasas de crecimiento de X e Y. Esto se debe a que, al considerarse cambios infinitesimales
en el tiempo y en las variables, el producto X.Y asume un valor muy pequefio, por lo que
queda “eliminado” de la igualdad. Consecuentemente, la desagregacién del cambio



porcentual en Z como la suma de las tasas de crecimiento de X e Y solo sera valida en la
medida en que X e ¥ asuman valores razonablemente pequefios'’.

4) Cociente de variables

Supoéngase que Z se define mediante el cociente de dos variables X e Y que dependen del
tiempo:
X(¢)
Z(t) = ——
Mediante un razonamiento analogo al caso anterior (aplicando logaritmos naturales a ambos
miembros y luego derivando respecto al tiempo) se deduce que:

7=X-Y

Ergo, la tasa instantanea de crecimiento de Z es la resta de las tasas instantaneas de
crecimiento de X e Y. Si se compara con lo obtenido bajo el analisis en tiempo discreto, se
observa que “desaparece” el factor de ponderacién, dado que, al trabajar con variaciones
infinitamente pequenas, tiende a la unidad. Nuevamente, debe destacarse que la
descomposicion del cambio porcentual en Z como la diferencia de las tasas de crecimiento
de X e Y solo sera vélida en la medida en que X e ¥ asuman valores pequefios.

c¢) Tasa instantanea de crecimiento de una funcién de dos variables

En el presente apartado se analiza la desagregacion de la tasa instantanea de crecimiento
de Z cuando ésta depende de X e Y (funciones, a su vez, del tiempo) a partir de una forma
funcional desconocida’’. Asimismo, se distinguen dos casos, segun X e Y sean
independientes o dependientes entre si.

1) X e Y independientes entre si
Se parte de la siguiente definicion:
Z(t) = Z(X(0),Y ()
Derivando ambos miembros respecto al tiempo:

dZ 0Z dX 9z dY
dt ox dr Tavdt

Dividiendo ambos miembros por Z:

% A modo ejemplificativo, puede recurrirse a la denominada “ecuacidon de Fisher”. En efecto, la misma sostiene
que la tasa de interés nominal (i) puede aproximarse mediante la suma de la tasa de interés real (r) y la tasa de
inflacidn (m), resultando en una mejor estimacion conforme r y i tienden a cero.

" En los distintos casos analizados en el apartado b) de la presente seccion, la forma funcional que relaciona Z
con X e Y es conocida, puesto que se genera a partir de la aplicacién de operaciones aritméticas.



Multiplicando y dividiendo los sumandos, respectivamente, por X e Y:

;.02 X X Lozyy
CAX'Z'X Y'Z'Y
5 0Z X 24 0Z'Y ¢
Tox'z oy z
. 0Z X 0ZY . . .
Noétese que ——.= y ——.= son las elasticidades de Z respecto a X e Y, respectivamente. Si se

ox'z 7 avy'z
las simboliza mediante e; x y ey, entonces:

Z = ezlx.)’(\ + eZ'y.?

Por ende, la tasa instantanea de crecimiento de Z es la suma ponderada de las tasas
instantaneas de crecimiento de X e Y, siendo los ponderadores las respectivas
elasticidades. Dado que se ha trabajado con una forma funcional desconocida, es plausible
considerar que la formula anterior constituye una “férmula general”. Asimismo, los casos
analizados en los subapartados anteriores constituyen casos particulares de la misma'?.

2) X e Y dependientes entre si
Se parte de la siguiente igualdad:
Z=(XY(X)

La expresion anterior indica que Z es funcion de X e Y, donde ésta ultima también depende
de X. Nétese que se ha suprimido el argumento t a los fines de simplificar la notacién, no
obstante, debe recordarse que todas las variables son funciones del tiempo. Luego,
diferenciando totalmente la expresion:

0Z 0Z

Dado que Y = Y(X), su diferencial total viene dado por:

dy = av dx
Cdx

Sustituyendo lo anterior en el diferencial total de Z:

Dividiendo ambos miembros por dt, con el objeto de obtener las derivadas temporales:

0z . 07 dY |
+—.—.X

2= X Ty ax

'? De esta forma y a modo de ejemplo, cuando Z = X.Y, puede demostrarse que ez y = e,y = 1.

10



Dividiendo ambos miembros por Z:

Z_az 1X+6Z 1 dy P
ox'z" Tay'zdx
Multiplicando y dividiendo los sumandos, respectivamente, por X e Y:

2= ey Rtegy s X X
- eZ'X- eZ,Y. Y-dX-
Luego, si se multiplica y divide el segundo sumando por X:

. ~ dy X _
Z:ezjx.X‘l'eZ,y.a.?.X

. ay X .. . .y
Notese que 'y €S la elasticidad de Y respecto a X. Si se la denota ey y, la expresion
anterior puede escribirse como:

Z = eZ'X.XA + eZ’y.ey'X.XA

Obsérvese que la férmula resultante es similar a la del subapartado 1), con la diferencia de
que la tasa instantanea de crecimiento de Y se reemplaza por el término eY,X.)?. De esta
forma, X ejerce influencia sobre Y via ey x.
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Apéndice
A.l) Crecimiento en tiempo discreto
A.l.1) Z como suma y/o resta de n variables

Supoéngase que:

N

I
1=

=

&
Il
[y

N

Il
M=
=

&
Il
[y

Donde:

Wik Yy Wj, son los valores asumidos por la k — ésima variable en los momentos t; y ¢;
respectivamente.

Mediante un razonamiento andlogo al expuesto en el apartado correspondiente se
demuestra que:

n
ijo_ ij
G, = Z Oiw,- G,
k=1
Donde:
G#k es la tasa de crecimiento de la k — ésima variable entre los momentos ¢; y t;.

8w, es la participacion que tiene la k — ésima variable en Z, en el momento ¢;.

Por otra parte, obsérvese que W, puede hacer referencia a una variable que, en rigor, esté
restando. Ergo, se justifica el uso de la férmula para el caso en que haya sumas y/o restas
de variables.

A.1.2) Z como producto y/o cociente de n variables

Supdngase que:

3

VARS Wik
k=1
n
Zj = Wik
k=1

Luego:

G — [Th=1 Wik — [Tk=1 Wik
z ].—I‘Ir(l:l VVik

12



. W .
Considerando que —* = G} + 1, entonces:
Wik k

n
6f =] |6, +v-1
k=1

Si se desarrolla la expresion anterior se obtendran 2"~! sumandos, por lo tanto, la
desagregacion de la tasa de crecimiento de Z sigue siendo aditiva. Por otra parte, nétese
que W, puede hacer referencia a una variable que, en rigor, esté dividiendo.
Consecuentemente, queda justificado el uso de la formula para el caso en que haya
productos y/o divisiones de variables.

A.ll) Crecimiento en tiempo continuo
A.ll.1) Z como suma y/o resta de n variables

Considérese el caso en que:

20 = ) W(®)
k=1

Donde W, (t) denota a la k — ésima variable, la cual depende del tiempo. Mediante un
procedimiento analogo al expuesto en el apartado correspondiente, se demuestra que:

Donde:
W, es la tasa instantanea de crecimiento de la k — ésima variable.

B, es la participacion que tiene la k — ésima variable en Z, en el instante inicial.

A.ll.2) Z como producto y/o cociente de n variables

Supoéngase que:

20 =] [w®
k=1

Razonando de forma similar al apartado correspondiente, se deduce que:

13



All3) Z como funcion de n variables, con forma funcional
desconocida

Considérese el caso en que:
Z = Z(Wl, Wz, . Wn)

Nétese que se ha suprimido, con el objeto de simplificar la notaciéon, el argumento
correspondiente al tiempo (no obstante, debe recordarse que todas las variables dependen
de t). Luego, operando de forma analoga al apartado correspondiente, se demuestra que:

n

2= 1. W

k=1

Donde ey, es la elasticidad de Z respecto a la k — ésima variable. Por otra parte, obsérvese
que W, W,,...,W, son independientes entre si. En el caso de que existan una o mas
variables dependientes entre si, se opera de forma similar a la del subapartado 2), apartado
c), seccion Il
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